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Difussoes e Pulos

Mais de trés decadas de pesquisa em modelagem
financeira e gestao de risco, tem analizado o uso de
diffusdes e processos com pulos, na seguinte tabela
(tabela.doc) apresentamos o resumo da informacao
obtida com estes modelos.
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Difussoes e Pulos

Mais de trés decadas de pesquisa em modelagem
financeira e gestao de risco, tem analizado o uso de
diffusdes e processos com pulos, na seguinte tabela
(tabela.doc) apresentamos o resumo da informacao
obtida com estes modelos.

O ponto importante nao € o fato de que as difussoes
nao oferecem um bom ajuste com os dados, de fato
em algumas circunstancias elas fazem um bom
trabalho, se nao que estas difussdes tem as
propriedades qualitativas erradas, e daqui se obtem
a intuicao errada sobre a flutuacao dos precos e do
risco resultante.
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Diffusoes e pulos
L ——

Uma forma de lidar com estes problemas seria usar
Semimartingalas, porém a estrutura destes processos
é muito complexa.
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Diffusoes e pulos
o ———

Uma forma de lidar com estes problemas seria usar
Semimartingalas, porém a estrutura destes processos
é muito complexa.

uma alternativa seria usar Processos de Lévy,
Processos Aditivos (processos nao homogeneos) ou
modelos de volatilidade estocastica com pulos
(Processos Ornstein-Uhlenbeck).

A continuacao apresentaremos os Processos de Lévy,
0S quais nos permitem modelar varios dos fenOmenos
mencionados sem cair em muita abstracao.
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Processos de Lévy
L —

Dizemos que X = {X;}+>0 € um processo de Lévy, ou
um processos com incrementos independentes e
estacionarios, se:
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Dizemos que X = {X;}+>0 € um processo de Lévy, ou
um processos com incrementos independentes e
estacionarios, se:

* X tem caminhos continuos a direita com limite a
ezquerda

* Xy =0, e tem incrementos independentes, isto &,
dados 0 <t; <ty < .. <t,, as v.a.

thy XtQ T Xt17 e 7th T th—l

sao independentes.

José Fajardo Barbachan — p.4/1!



Processos de Léevy
o ——

Dizemos que X = {X;}+>0 € um processo de Lévy, ou
um processos com incrementos independentes e
estacionarios, se:

X tem caminhos continuos a direita com limite a
ezquerda

X = 0, e tem incrementos independentes, isto €,
dados 0 <t; <ty < .. <t,, as v.a.

tha XtQ T Xt17 e 7th T th—l

sao independentes.

A distribuicao do incremento X; — X, € homogénea
no tempo, é dizer, depende unicamente da
diferenca t — s.
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Observacoes
L ——

* Devido a independéncia dos incrementos nao se
pode modelar a memoria (isto pode ser feito em
modelos de volatilidade estocastica).
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Observacoes
o ——

Devido a independéncia dos incrementos nao se
pode modelar a memoria (isto pode ser feito em
modelos de volatilidade estocastica).

Devido a homogeneidade no tempo nao é possivel
uma representacao flexivel da estrutura a termo
da volatilidade implicita (para isto podem ser
usados processos aditivos).
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Formula de Léevy-Khintchine
I —_

Um resultado chave na teoria de processos de Lévy é
a formula de Lévy-Khintchine, que calcula a funcao
caracteristica das variaveis X; como:

E(ert) _ 6tw(z)
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Formula de Levy-Khintchine
T ————

Um resultado chave na teoria de processos de Lévy é
a formula de Levy-Khintchine, que calcula a funcao
caracteristica das variaveis X; como:

E(ert) _ etw(z)

Onde a funcao » chama-se expoente caracteristico , €
esta dado por:

1 <
0 = e+ 5022 4 [ (e 1= gy )Ty
Onde b e o > 0 sao constantes reais, e II € uma
medida positiva em IR — {0} tais que

[(1 Ay*)TI(dy) < oo, que chama-se medida de Lévy,
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Formula de Léevy-Khintchine
TS

Lembre que a funcao caracteristica esta sempre
definida para valores de > imaginarios puros.
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Formula de Levy-Khintchine
D

Lembre que a funcao caracteristica esta sempre
definida para valores de z imaginarios puros.

Apartir daqui identificaremos a distribuicao de um
Processo de Levy como a tripleta (b, o, IT).
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Formula de Levy-Khintchine
o ———

Lembre que a funcao caracteristica esta sempre
definida para valores de z imaginarios puros.

Apartir daqui identificaremos a distribuicao de um
Processo de Levy como a tripleta (b, o, II).

Os processos de Lévy sao a menor classe de
processos fechada frente a soma de processos
independentes e limites fracos, que contem o
Movimento Browniano e o Processo de Poisson.
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Exemplos: Processo de Poisson
S

1. Seja {N;} um processo de Poisson de parametro «,
para cada ¢t > 0 a v.a. N; tém distribuicao de Poisson
com parametro ot, isto é:

José Fajardo Barbachan — p.8/1!



Exemplos: Processo de Poisson
I —_

1. Seja {N;} um processo de Poisson de parametro «,
para cada ¢t > 0 a v.a. N; tém distribuicao de Poisson
com parametro ot, isto é:

P(N; =n) = e_o‘t(ozt)n/n!, (n=0,1,--+)
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Exemplos: Processo de Poisson
R ————

1. Seja {N;} um processo de Poisson de parametro «,
para cada ¢ > 0 a v.a. N; tém distribuicao de Poisson
com parametro ot, isto é:

P(N; =n) = e_o‘t(ozt)”/n!, (n=0,1,--+)

Daqui
00 00
Eeth _ Zezne—at (O‘t')n _ o Z (eza't)n _ eat(ez—l)
n. n.
n=0 n=0
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Exemplos: Processo de Poisson
o ——

1. Seja {N;} um processo de Poisson de parametro «,
para cada ¢ > 0 a v.a. N; tém distribuicao de Poisson
com parametro ot, isto é:

P(N; =n) = e_o‘t(ozt)”/n!, (n=0,1,--)

Daqui
- ( )" (e*at)™
Eeth _ Z oMot __ —at Z at(ez_l)
n=0 '

Daqui o expoente caracteristico é:

Y(z) = at(e®*—1) = /]R(ezy—l) (dy), Onde 1I(dy) = ad1(dy)

José Fajardo Barbachan — p.8/1!



Exemplos:
Processo de Poisson Composto

2. Seja {Y;} um processo de Poisson composto,
definido por:

Ny
YtZZZk, t>0
k=1

Onde {N;} € um processo de Poisson de parametro a,
e {Z,} € uma sequéncia de v.a. i.i.d., com distribuicao
F(z), além disto N e Z sao mutuamente
independentes.
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Exemplos:
Processo de Poisson Composto

2. Seja {Y;} um processo de Poisson composto,
definido por:

Ny
YtZZZk, t>0
k=1

Onde {N;} € um processo de Poisson de parametro a,
e {Z,} € uma sequéncia de v.a. i.i.d., com distribuicao
F(z), além disto N e Z sao mutuamente
independentes. O processo Y resulta ter incrementos
independentes e estacionarios. Encontremos :

@)
Ee?Yt — B it 2 — Z Ee? 2k=1 2k P(Ny = n)

n=0
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Exemplos:
Processo de Poisson Composto
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Exemplos:
Processo de Poisson Composto

oo
Eezyt _ Z (E@ZZl)n e—at (Oét)n _ etoz(Eezzl—l)

n=0

Daqui temos:

$(z) = a(Be? ~1) = a / (69— 1)F(dy) = /B (60— 1)TI(dy)

R
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Exemplos:
Processo de Poisson Composto

oo
Eezyt _ Z (E@ZZl)n e—at (Oét)n _ 6toz(EezZl—l)

n=0

Daqui temos:

0(2) = a(Be?—1) = o /

R

(60— 1) F(dy) = / (60— 1)T1(dy)

IR

Onde II(dy) = aF(dy) € a medida de Lévy, neste caso
também temos b = o = 0.

José Fajardo Barbachan — p.10/1:



Exemplo: Processo de Wiener {\V,}

Seja W; ~ N(0,v/1),
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Exemplo: Processo de Wiener {\V,}
o ——

Seja W; ~ N(0,v/1), temos

f(z) = EBe = m

oo da:.
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Exemplo: Processo de Wiener {\V,}
o SS————

Seja W; ~ N(0, 1), temos

f(z) = Be*Mt = \/ﬁ Te % da:
Para calcular esta integral derivamos a funcgao,
f'(z) = e 5 dy — t ) e**d (—e_é) .
\/ﬁ V2t J -
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Exemplo: Processo de Wiener {\V,}
o ————————

Seja W; ~ N(0, 1), temos

EeWe = TeTm d:lj
M= A
Para calcular esta integral derivamos a funcgao,
t >0 2
(2 Zx_ﬁd:z: — e*d (—e_g_t) .

f ( \V/ 27T \V/ 27Tt —00

ApOs integrar por partes temos,

tz >

f'(z) = ezx_édx =tzf(2)

\ 27t
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Exemplo: Processo de Wiener {\V,}
o —

Seja W; ~ N(0, 1), temos

EeWe = TeTm d:l:
M= A
Para calcular esta integral derivamos a funcao,
t >0 2
(2 Zx_ﬁdx — e*d (—e_z_t> .

f ( \V/ 27T \V/ 27Tt —00

ApOs integrar por partes temos,

tz >

f'(z) = ezx_édaj =tzf(2)

V2t J—
Daqui f(z) = ¢!*"/2, de onde obtemos: (z) = %-.
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Exemplo: Difussao com Pulos

Seja {X;} um processo definido por
N,

Xp=at+oWi+ Y Zy, t>0.
k=1
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Exemplo: Difussao com Pulos

Seja {X;} um processo definido por
N,

Xt:at+0Wt+ZZk, t > 0.
k=1

Onde a € ¢ sao constantes, {W;} € um processo de
Wiener, {N;} & um processo de Poisson de parametro
o e {Z,} € um asequéncia de v.a. i.i.d com
distribuicao F(z), além disto W, N, Z sdo mutuamente
iIndependentes. Encontremos -
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Exemplo: Difussao com Pulos

Seja {X;} um processo definido por
N,

Xt:at+0Wt+ZZk, t > 0.
k=1

Onde a € ¢ sao constantes, {W;} € um processo de
Wiener, {N;} & um processo de Poisson de parametro
o e {Z,} € um asequéncia de v.a. i.i.d com
distribuicao F(z), além disto W, N, Z sdo mutuamente
iIndependentes. Encontremos -

52

Eert _ eaztEezaWtEez Zgil Zi _ 6t(az—|—027—|—a [ (e =1)F(dy))
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Exemplo: Difussao com Pulos

Seja {X;} um processo definido por
N,

Xt:at+aWt+ZZk, t > 0.
k=1

Onde a € ¢ sao constantes, {W;} € um processo de
Wiener, {N;} & um processo de Poisson de parametro
o e {Z,} € um asequéncia de v.a. i.i.d com
distribuicao F(z), além disto W, N, Z sdo mutuamente
iIndependentes. Encontremos -

52

Eert _ eaztEezaWtEez Zgil Zi _ 6t(az—|—027—|—a [ (e =1)F(dy))

Entdo ¢(z) = az + 02% + [ — DI(dy),
Onde II(dy) = aF(dy).
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Observacoes
o —

* No exemplo anterior nehum dos parametros
(a,o,II) € nulo, e a formula de ) obtida € simples,
isto é devido ao fato que a intensidade dos pulos
considerada é finita (atividade finita), mais
exatamente dizemos que um processo de Lévy de
puros pulos se

/ [I(dy) < oo.
R—{0}
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Observacoes
o —

No exemplo anterior nehum dos parametros
(a,o,II) € nulo, e a formula de ) obtida € simples,
isto é devido ao fato que a intensidade dos pulos
considerada é finita (atividade finita), mais
exatamente dizemos que um processo de Lévy de
puros pulos se

/ [I(dy) < oo.
R—{0}

O caso mais geral é obtido para processos que
presentam uma quantidade infinita de pulos num
intervalo de tempo (atividade infinita).
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Medidas de Levy
TS

Veremos mais a frente como saber o exponente
caracterisitico val ser de muita ajuda para descobrir a
distribuicao do ativo subjacente em qualquer instante
de tempo (ver medidas.doc)
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caracterisitico val ser de muita ajuda para descobrir a
distribuicao do ativo subjacente em qualquer instante
de tempo (ver medidas.doc)

Lembremos que para qualquer funcao f : IR — C tais
que [, f(z)dz existe, podemos definir a transformada

de Fourier:

fla) = [ e sy
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Medidas de Lévy

o ———
Veremos mais a frente como saber o exponente

caracterisitico val ser de muita ajuda para descobrir a
distribuicao do ativo subjacente em qualquer instante
de tempo (ver medidas.doc)

Lembremos que para qualquer funcao f : IR — C tais
que [, f(z)dz existe, podemos definir a transformada

de Fourier:
Flay= [ sy
R

Se 1 € uma medida de probabilidade em IR com den-
sidade f entdo escrevemos: fi(z) = [ Y f(y

l José Fajardo Barbachan — p.14/1



Medidas de Lévy

e ——
A convolucao de duas medidas de probabilidade ;. e v

com densidades f e g, respetivamente € dada por:

(p* v)( //Bfa:— y)dydx
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Medidas de Lévy

I ——
A convolucao de duas medidas de probabilidade ;. e v

com densidades f e g, respetivamente € dada por:

s)(B) = [ [ Rit@ = y)go)dyds

Se X1, X»,..., X, sao v.a. independentes, entao

S x=TI%
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Medidas de Levy

o ———
A convolucao de duas medidas de probabilidade ;. e v

com densidades f e g, respetivamente € dada por:

(05 ) (B //fo— () dyd

Se X1, X»,..., X, sao v.a. independentes, entao
Q_x)=1[%
) )

Existe uma relacdo 1-1 entre medidas de
probabilidade e sua transformada de Fourier, a
relacad inversa chama-se Transformada inversa de
fourier.
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